图 超 平面 配置 的 导 模 及 其 自由 解 
吴军 
摘要 : 本 文 利用 代数 和 组 合 的 相关 理论 对 超 平面 配置 理论 的 自由 性 
做 出 了 相关 研究 , 给 出 圈 图 所 对 应 的 图 配置 的 生成 元 和 导 模 的 具体 形 
x. 并 以 图 论 的 形式 对 圈 图 配置 的 导 模 及 其 自由 解 做 出 相关 的 组 合 解 
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在 代数 几何 中 ， 奇 点 问题 一 直 是 重要 研究 对 象 之 一 ， 在 对 代数 徐 
的 孤立 奇 点 (isolated singularity) 进 行 局 部 化 以 后 , 过 孤立 奇 点 的 所 有 
切 超 平 面 就 构成 一 个 超 平面 配置 (arrangement of hyperplanes). 一 方 
面 ， 人们 可 以 通过 超 平面 配置 来 研究 代数 徐 ， 男 一 方面 ， 由 于 超 平面 
配置 的 组 合 对 象 几 何 格 (geometric lattice) 或 与 之 等 价 的 对 象 单 拟 阵 
(simple matroid) 属 于 组 合 学 家 或 格 论 学 家 之 前 就 关心 的 内 容 . 因此 对 
超 平面 配置 的 研究 自然 就 包括 了 几何 ， 代 数 ,拓扑 和 组 合 等 方面 [1,2]. 

在 1970 Ẹ, K. Saito 为 研究 孤立 奇 点 的 Gauss-Manin 连接 ， 引 
入 了 自由 除 子 (free divisor ) 的 概念 [3]， 几 乎 与 此 同时 ， 超 平面 的 自由 
配置 (free arrangement) 概 念 也 由 H. Terao 开始 建立 . 后 来 , Silvotti 和 
Schenck[4-6] 等 人 指出 超 平面 配置 的 自由 性 问题 等 价 于 在 射影 空间 中 
的 自 反 层 (reflexive sheaf) 分 裂 成 一 维 线 从 (line bundle) 代 数 和 的 问题 


即 分 裂 问题 (splitting problem). 几乎 同期 ，H. Terao 提出 一 个 至 今 


解决 的 著名 猜想 : 超 平面 配置 的 自由 性 是 组 合 决定 的 [1.2]. 这 一 猜想 
已 成 为 目前 过 平面 配置 自由 性 研究 的 中 心 问 题 , 本文 也 是 对 一 类 由 
图 这 种 组 合 对 象 所 决定 的 配置 的 自由 性 展开 研究 . 
二 、 超 平面 配置 的 交 格 与 导 模 

对 7 维 实 向 量 空间 天 =R ， 设 no 为 一 组 基 ， 对 于 
V =V RRO}, BRS=SV)AV EMA RMRR, BD 
S-O5,, HHS, XT BR-5, 对 任意 一 个 次 ( 齐 次 ) 多 
项 式 Q ES， 称 及 = ker(Q) 为 一 个 超 平面 , 即 刀 是 一 个 !-1 维 过 坐 
标 原点 的 子 空间 ， 我 们 此 时 也 记 Q=Qx . 一 个 超 平面 配置 
(hyperplane arrangement) 或 简称 配置 (arrangement) 是 指 由 有 限 
个 超 平 面 构成 的 全 体 

A= {ker(a,,)|a, €S}. 
对 于 配置 4, 4 中 各 个 超 平面 所 有 可 能 的 交 子 空间 族 构成 一 个 按 子 空 
间 反 包含 关系 下 的 偏 序 集 L=L(4). 在 L 中 ， 我 们 定义 任意 两 个 4 
中 的 超 平面 入, 的 并 和 交 运 算 分 别 为 
H, vH, =H,04,,H; ^H, -spaniH,,H ,} 

并 且 V 和 门 右 分 别 为 的 最 小 元 和 最 大 元 ， 于 是 工 构 成 一 个 几何 格 
(geometric lattice)， 称 之 为 配置 的 交 格 (intersection lattice). 
交 格 即 是 超 平面 配置 理论 中 的 组 合 对 象 ， 这 一 对 象 一 方面 与 配置 的 
几何 , 代数 和 复 配 置 的 拓扑 有 着 非常 紧密 的 关联 ， 另 一 方面 几何 格 范 
He OTF SIRE (simple matroid) 范畴 ， 是 一 个 广泛 而 有 趣 的 研究 
领域 ，Terao 猜想 至 今 难以 解决 也 和 我 们 对 几何 格 的 了 解 不 充分 有 关 . 


仍 吸 引 着 相关 学 者 的 不 懈 研 究 [7-10]. 
同时 对 于 交换 环 S$ ， 我 们 引入 一 阶 导 子 (derivation) 
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l 
是 得 到 一 个 8 分 次 9 BA (derivation module) D = @SD,. 将 该 导 


模 与 配置 4 作 如 下 结合 
D(A) ={@—eD|O(a,)eSa,, He A}, 


所 得 到 的 5 分 次 子 模 D(4) 称 为 配置 4 的 导 模 ， 若 记 Q(4)=]] es， 


则 熟知 2s D(A) &t-T 6(0(4) ESQ). 车 P(4) 是 一 个 自由 (分 
次 ) S 模 ， 则 称 4 为 自由 配置 .从 有 限 反 射 群 的 根系 理论 中 引入 的 反 
射 配置 及 它们 的 某 些 变形 ， 以 及 超 可 解 配置 (supersolvable 
arrangement) 都 为 自由 配置 的 例子 . 自由 配置 的 导 模 和 某 些 陈 类 也 
有 着 紧密 联系 [3-6]. 

一 般 而 言 ， 多 数 配 置 的 导 模 不 是 自由 模 , 寻找 导 模 的 自由 解 
(free resolution) 成 为 研究 配置 导 模 性 质 的 自然 途径 .不 论 Terao 
猜想 是 否 正确 ， 它 都 暗示 我 们 研究 导 模 的 自由 解 时 也 需 与 配置 的 组 
合 对 象 相 结合 ， 本 文正 是 利用 该 思想 以 研究 圈 图 配置 导 模 的 自由 解 . 
三 、 圈 图 配置 的 导 模 及 其 自由 解 

i (简单 ) AGARRA esso x), 若 其 有 向 边 集 为 
E(G) = {e a | x, Ex, AJH3XE, 1212,...,1-1 fe, | xXx Bx JHXE], 


则 称 图 G JAR. 易 知 此 时 E(G) 总 共有 /条 边 . 记 这 些 边 所 对 应 的 


一 次 多 项 式 集 为 {0; -x-x,|e,;eE(G). EXCHREBHA 
A(G) = (ker(a,) | i 2 1,2,--.,1), 


则 配置 AG) 共 含有 /7 个 超 平面 且 dim( (] D=1. 注意 到 该 配置 


HeA(G) 
的 任意 /一 1 个 超 平面 的 法 向 量 是 线性 无 关 组 ， 且 /个 超 平面 的 法 向 量 
组 为 唯一 的 线性 相关 组 ， 故 其 交 格 为 ! 个 元 素 的 布尔 代数 的 上 178 
取 (upper 1-truncation). 
记 配 置 4= 4(G) 的 导 模 为 D(G) 和 0Q=Q(4(G)). Bic 
0; = aa [(D, - D.) - C0; -D44)], 
其 中 1<i< j<1， 则 我 们 有 以 下 结论 . 
定理 1. Gh $8 DG) 的 极 小 生成 元 集 为 
16,0, 710; |1«i« jslj ,^ 其 中 人 =D+D,+:…+D,，， 而 
0, =x D t x,D, + +x D, HRAST. 
WEAR : 设 0 — QQ,…Q 和 
0-fD, + fD, ++ fD, € D(G), 
Ref eS.sisL PAKKFAREAN, mk ARB AF 


aQd)eSO, BOIA), Th 
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Bs- 4-4 Qi ff ES. 于 是 


a a, 

1) 4k=0R, B8=9, gq$h-f---f-C, (CHES 
常数 )， 显 然 此 时 9 € SO, 

2) ” 当 k=1 时 ， 有 8=C(C 为 非 零 常数 )， 可 令 f =-Cx, 


Ixixl. BAR O € SO,. 

3) %k=2h, @g=Cxt+--+Cx, eS, (Ci,C;,,…C 为 不 全 
为 零 的 常数 )， 注 意 到 对 任意 i (SEED) HS a, UL f) 
和 Q|(fi 一 有)， 可 设 /)=0yCa 0， 其 中 1< j <1，o, 为 克 
SEES, C 为 由 g 的 表达 式 所 唯一 确定 . 再 由 
CoG. Ci 和 ii 的 任意 性 ， 可知 此 时 0 必 属于 由 
fl1<i<j< 人 所 生成 的 8 Hir; 且 当 大 >2 时 0 能 被 
{,0s} {0) |1<i<j < 人} 所 生成 ， 注 意 到 由 9,,1<i<j<1, 所 
生成 的 子 模 商 掉 4, 部 分 后 即 得 0,,1<i<j <1 为 商 模 的 最 小 生成 元 
集 . 


综 上 讨论 ， 可 知 D(G)-56@@56: @( 2 56,) ， 且 显然 


l<i<j<l 


(A oth liest mex, al, Hex 
素 . (证 毕 .) 
四 、 导 模 的 自由 解 

在 D(G) 的 生成 元 集中 ，0, 是 对 每 个 配置 都 出 现 的 一 次 生成 元 ， 


而 零 次 生成 元 0, 的 出 现 恰好 是 因为 有 dm( () HB-1. 此 时 


HeA(G) 
D(G) 不 是 自由 S 模 ， 我 们 开始 讨论 其 作为 S 模 的 组 合 自由 解 . 
定义 1， 对 于 一 个 图 G 配置 4(G)， 若 有 图 的 序列 
G—> G, — >0,— >..…— >G,, 
其 中 Gi 为 将 G1 添加 一 条 边 得 来 ， 而 i 为 自然 包含 关系 ， 且 使 这 些 
图 配置 所 对 应 的 导 模 序列 


D(G,)—>.-- +> D(G,) 2 D(G,) —> D(G) 
中 的 D(G,) 为 自由 模 ， 其 中 必 为 由 i 自然 诱导 出 的 模 映 射 ， 则 称 上 面 
图 的 序列 为 G 的 一 个 自由 解 (free resolution)， 称 所 有 自由 解 中 最 
小 的 n 为 G 的 自由 解 深度 (depth). 

为 研究 圈 图 的 自由 解 ， 我 们 还 需要 引入 关于 图 配置 的 一 些 知识 . 
定义 2， 称 一 个 图 G 为 弦 图 (chordal graph), WR G 的 圈 都 由 三 角 
形 圈 所 生成 . 
定理 2L11]. 图 G 的 配置 是 超 可 解 当 且 仅 当 图 C 是 弦 图 . 
定理 3[11]. 图 G 的 配置 是 自由 的 当 且 仅 当 G 是 超 可 解 的 . 

由 定理 2 和 定理 3 推出 图 配置 的 Terao 猜想 成 立 ， 同 时 也 知 , A 
想 找 到 圈 图 C 的 自由 解 ， 等 价 于 找到 包含 C 的 极 小 弦 图 ， 我们 有 以 
下 结论 . 
定理 4. /个 顶点 的 圈 图 G 的 自由 解 深度 为 [一 2. 

证 明 : 设 G 的 顶点 集 为 {Xi,X,,…,%}， 边 集 为 这 些 点 依次 首尾 相连 
而 得 到 . 将 项 点 与 其 他 不 相 令 的 /一 2 个 顶点 %,%3,…,N 依次 相 
连 ， 了 逐次 所 得 到 /一 2 个 图 组 成 的 图 序列 

G —— G6, 一 一 G, ——.—8—G, ,, 
易 验证 G. ;为 一 个 弦 图 , BAA G, s 中 少 添加 /一 2 条 边 中 的 任 一 条 边 
都 不 再 是 弦 图 , 因而 /一 2 既是 最 小 的 , 即 为 圈 图 C 的 自由 解 深度 . (证 


毕 . ) 


对 于 定理 4 证 明 中 的 自由 解 的 /一 “个 图 配置 的 导 模 而 言 ， 它们 
对 应 的 如 下 导 模 序列 的 生成 元 和 诱导 的 模 映射 都 存在 ， 


D(G, ,) ——...—35— D(G,) > D(G,) —— D(G). 
这 些 模 及 其 映射 可 用 代数 谱 序列 理论 予以 列 出 . 从 组 合 可 解释 为 
CQ 的 每 一 个 三 角形 对 应 D(G, , ) 一 个 基 元 ， 且 该 基 元 作用 于 其 所 对 
应 的 三 条 边 中 包含 加点 的 两 条 边 结 果 非 零 , 而 作用 于 G, ,的 所 有 其 他 
边 的 结果 为 零 ， 上 面 导 模 序列 中 的 情形 也 与 之 类 似 , 组 合 上 向 圈 图 逐 
步 添 加 边 的 过 程 反 映 在 代数 上 是 在 逐步 排除 导 模 中 不 满足 这 个 条 件 
的 导 子 ， 为 简洁 这 里 仅 给 出 自由 模 D(G, ,)-50,050,0 D', Hp 


自由 子 模 D'= @S9) ， 对 于 一 般 的 配置 ， 情 况 则 复杂 的 多 ， 部 分 如 
较 早 的 如 Yuzvinsky[12] 及 后 续 Yoshinaga[13] 和 较 近 的 如 Abe[9] 等 
人 所 做 的 进展 . 

注 : ”本 文 的 圈 图 属于 结构 相对 简单 的 图 ， 其 在 复 空间 的 配置 所 
对 应 的 组 合 和 拓扑 对 象 如 特征 多 项 式 (等 价 于 其 补 空间 的 庞 加 莱 多 项 
Th) 和 同 伦 群 都 可 以 给 出 组 合 解释 . 类 似 定理 4 的 这 类 研究 对 一 般 的 
配置 也 会 提供 局 发 和 思路 ， 也 是 目前 人 们 寻找 新 的 自由 配置 的 常用 
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The derivation module and its free resolution of circuit 
graph arrangements 
Wu Jun 

Abstract: We focus on a circuit graph arrangement and its free 
resolution from algebraic and combinatorics. We detected the 
generators of the derivation module and findout a basis for a free 
resoltion. At last, we offer a combinatorial expression of the free 
resolution. 

Keywords: arrangement of hyperplanes; derivation module; circuit 


graph; free resolution 
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